RESOLUCAO ITA 2024/2025

MATEMATICA
inspira 2 FASE
e 05 de outubro de 2024
Convengdes :considere o sistema de coordenadas cartesiano, a menos que haja indicagao contraria. Os eixos horizontal

e vertical sdo indicados respectivamente por O, e O, , e o centro do sistema, por O.

i : denota a unidade imaginaria, i*=-1.

AB : denota o segmento de reta de extremidades nos pontos A e B.

AB : denota a reta que passa pelos pontos A e B.

m(AB) : denota o comprimento do segmento AB.

max{i, j} : denota o maior dentre os valoresi ej.

detA : denota o determinante da matriz A.

AT : denota a transposta da matriz A.

AT : denota a inversa da matriz A.

1 (aij) : representa uma matriz cuja entrada na linha i e coluna j ¢ indexada por a;.
12 QUESTAO

Encontre os valores reais a e b tais que o polindmio p(x)=x57 +ax™ +bx” +1, ao ser dividido por x*—x+1, deixe

resto 2x+1.

RESOLUCAO 1 QUESTAO:

12 Solucdo

x> +1= (x+1)(x —x+1) =>x E—l(mo’d(xZ—x+1))

xr=x-1 (méd(xz—x+1))
:>x57+ax14+bx7+1z(x3)19+u(x3>4~x2+b(x3)2-x+1 (méd(xz—x+1))
= (—1)19 +a(—1)4 -2 +b(—1)2 -x+1 (mo’d(x2 —x+1))

=—1+ax® +bx+1 (méd(x2 —x+1))

a(x—1)+bx (méd(x2 —x+1))
E(a+b)x—a (mo’d(x2 —x+1))

3{a+b:2 =a=-1eb=3
-a=1

22 Solucao

7 +ax™ +bx” +1z(x2 —x+1)~Q(x)+(2x+1)

As raizes de D(x) = x* —x+1 sdo X = 1+;/§1 = cis[%jexz = 1_7\/?1 = cis[—%}
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in$pia MATEMATICA 2 FASE

i o
Fazendo x = as(gj na expressao original temos:

cis{WTﬂj + acis(MTﬂJ + bcis[%[j +1=(0)- Q[cis(%n + (2@(%} + 1)
= cis(197) +acis (%”j + bcis(%j +1 E[ZCiS[%) + 1}
:—1+a-(—l+£i}rb.[l+£i]+l:2-{1+£1}+1

2 2 2 2 2" 2
= (~a+b)+(a+b)\/3i = 4+23i

—-a+b=4
= =a=-1eb=3
a+b=2

22 QUESTAO

Seja E uma elipse com eixo focal no eixo O, do sistema de coordenadas cartesiano. O centro de E € o ponto(r, 0) , com

.. , N2 .. .
r >0, sua excentricidade é BN e seu semieixo maior mede \/E .

y

Considerando os pontos (x, y) € E, determine o valor de r para que < tenha valor maximo igual a 1.
X

RESOLUCAO 2 QUESTAO:

Y

a=+2
\/E:£=%:>c=1:b2+12=«/§2:b=1
N2 a

2

o dmelise s L
Portanto, a equacao da elipse é: 5 + T 1

Como o maior valor de y/x na elipse é igual a 1, entdo a elipse deve tangenciar a reta y =x, ou seja, o sistema formado

pelas equagdes da elipse e da reta deve ter solugao tinica.
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inspira MATEMATICA 2 FASE

(x—r)2 2 = (x—r)2+2x2:2 = 3x2—2rx+(r2—2)=0
DA A

Para que o sistema tenha solugdo tnica a eq. Do 2° grau acima deve ter A=0
=(-2r) -4-3(r*~2) =0

=4r —12r2 +24=0=r2 =3=r =13

32 QUESTAO

7w 3m
Sejam «, —,— | tais que
) ﬁe[Z 2} E

sen(a)—sen(p) = i e sen(a)-2sen(p)+cos(p)= % .
Calcule o valor de sen(a + ﬂ) .
RESOLUCAO 32 QUESTAO:
Como «,f € {%,%ﬂ:cesa <0ecosf<0
1
sena—senff =—
4 X -
sena —2sen f+cos f = 1
Subtraindo as duas equagoes temos:
1 1
—senf+cos f = E:senﬁ = COSIB—E
Substituindo na equagao fundamental da trigonometria temos:
2 cos <0 _
(cosﬂ—%) +eos?f=1 = 2cos2ﬁ—cosﬂ—z =0 = cospf :¥
1 1-47 1 -1-7
senff=cosf-—=————=senff =
p p 2 4 2 p 4
senoz—sen,b’:l = sena :l+ 17 = sena =£
4 4 4 4
Substituindo na equagao fundamental da trigonometria temos:
_ﬁ 2 cosa<0 3
—2 | +cos’a=1 = cos’a=1-— = cosa=->
4 16 4
sen(a +ﬁ) =sena-cosf+sen f-cosa =
—\/71—\/?+—1—\/?_—_3_ 7 +7+43+37 745
4 4 4 4 16 8
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inspira MATEMATICA 2 FASE
4* QUESTAO

Seja ABC um triangulo de lados m(@)z& m(A_C):lO em(%):M. Calcule o raio da circunferéncia externa ao

triangulo ABC que tangencia simultaneamente o segmento BC e as retas suportes AB e AC.

RESOLUCAO 42 QUESTAO:
Solucéo

a=14
No tridngulo ABC temos <b =10 e queremos r,
c=6

Basta utilizarmos duas formulas para calculo de areas de triangulo:

{S:\/p.(rj_u).(p_b).(v_c) = (p=a)rs = Jp-(p-a)-(p-b)-(pc)

S=(p—a)~rA

=(15-14) 1, = [15-(15-14)-(15-10)-(15-6)

r, =15-(1)-(5)-(9) =153

52 QUESTAO
Usando as aproximagdes log;,2 =0,3010, log,,3=0,4771 e log,,7 =0,8450 , determine o primeiro algarismo (da esquerda

para a direita) do resultado de 3'.

RESOLUCAO 5 QUESTAO:

Utilizando logaritmos dados e as propriedades de logaritmos, temos:

log,,5=1og,, (%) =log,,10~log,,2=1-0,301=0,699

log,, 6 =1log,, (3 X 2) =log,,3+log,,2=0,4771+0,301=0,778
log,,3=0,4771
log,,3'" =47,71

10gy (51077 ) = log,, 5+47log, 10 = 0,699 + 47 = 47,699

0gy, (610 ) =10g;, 6 +47 log,, 10 = 0,778 +47 = 47,778

Portanto,

5x10% <3'%0 < 6x10¥

3100

Logo comecga por 5.

Colégio
# 7 de Setembro

ITA 2024/2025



inspira MATEMATICA 2 FASE
6 QUESTAO

Uma moeda nao viciada é langada n vezes. Encontre os valores de n que maximizam a probabilidade de sair cara pela

quarta vez exatamente no enésimo langamento.

RESOLUCAO 62 QUESTAO:

Utilizando a distribui¢do binomial negativa, sabemos que no ultimo lancamento tem que sair cara e nos demais (n-1)

langcamentos devem sair trés caras, portanto:

A probabilidade de aparecer a 4? cara, exatamente no enésimo lancamento, é:

oo (GG

p(X=4)="—]
n—1
Seja f(")i 2?; J

Queremos: f(n—l)sf(n)zf(n+1)

5.0

271 - 2n+1

f(n)zf(n+1)<—>

Simplificando temos: 2n—-62n<n>6

1 1 5 35
C f(4)= — <{(5)= = <{(6)=1(7)= — > {(8)=——
omo: £(4) 16 ()8 ()()32 ()256

Portanto, a probabilidade é maxima para dois valores den: 6 e 7.

7@ QUESTAO

Considere o polinémio p(x) =x° +ax® +b. Determine os valores reais a e b, sabendo que:
L p(x) tem uma raiz real dupla;
II. Os pontos (xl, O), (xz, 0) e (O,' b) sdo vértices de um triangulo retangulo, em que X; € X, sao raizes distintas de p(x) .

RESOLUCAO 72 QUESTAO:

Se o polindmio p(x) de coeficientes reais tem uma raiz real dupla, entdo suas trés raizes sao reais.
Sejam r (dupla) e s as raizes reais de p(x).

Pelas relacoes de Girard, temos:
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2 FASE

Se os pontos (r,0), (s,0) e (0,b) sdo vértices de um triangulo retangulo, entdo, pelo teorema de Pitdgoras, temos:

(2 +02)+(2+82) =(r—s) =2 +82 +202 =12 —2rs+52 < b = s
Note que se considerarmos vr* +b” a hipotenusa do triangulo retangulo, temos:
(1'2 +b2) = (r—s)2 +(52 +b2) 24 =1 —25+52 +52 +b* <= 25(s—7)=0
que implica s =0 e substituindo em o, também r =0, o que contradiz o enunciado.
O mesmo ocorre se considerarmos /s> +b* a hipotenusa do triangulo retangulo.

Substituindo b* =—rs em o5, vem:

rzs:—b<:>r~rs=—b:>r-(—b2):—b<:>r:%

. 1
Substituindo r :E em o, , temos:

0'2:1f2+2rs:O<:>s:—1:—i
2 2

1
e s=—— em b? =—rs, vem:

2b

S| =

Substituindo r =

Substituindo os valores obtidos em o, , temos:

4
u:_Zr_s:_2.1_[_i]:_z+i:—_3:¢&
b \20) b 20 2b 2
Logo,
) iIs
a=F——eb=1t—.
2 2
8 QUESTAO

Seja A, = (al.]-) uma matriz quadrada de ordem k, em que a; = max{i, ]} paratodo i, j em {1, 2,--, k} .

2025

Determine Zdet(Ak).
k=1
RESOLUCAO 8 QUESTAO:
1 2 3 7
2 2 3 n
A= |3 3 3 n
n 1 n T

Fazendo L, <~ L, -L,,Vke {2,...11}
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Onde L, € alinha k

Obtemos:
2 3 n—1
0 0 0
1
det(Ag) = det 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 O 1 0
Fazendo L < (k-1)L,,Vke2,3,...,n
Temos:
0 0 0 0 n
1 0 0 0
det(Ay) =det| | 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
Aplicando Laplace na primeira linha temos:
det(Ak) = (—1)"+1 n

ZiiSAk =1-2+3-4+...+2023-2024 +2025=1013

92 QUESTAO

Determine a quantidade de matrizes 5x5 invertiveis e com entradas inteiras que satisfazem a propriedade A™ = A” .

RESOLUCAO 9 QUESTAO:
Tal matriz é chamada ortogonal, o que significa que as colunas (e linhas) precisam ser mutuamente perpendiculares.
Obviamente, os 5 vetores unitarios possiveis (£1,0,0,0,0), (0,£1,0,0,0), (0,0,£1,0,0), (0,0,0,£1,0) e (0,0,0,0,£1) sdo

perpendiculares. Se duas linhas (ou colunas) tiverem um =+ 1 na mesma posigao, elas ndo sao perpendiculares e a matriz

ndo seria ortogonal.

Portanto, apenas matrizes com os 5 vetores unitdrios diferentes sdo ortogonais. Como cada vetor unitario pode ocorrer em

qualquer posicdo de linha (ou coluna), hd 5!=120 diferentes dessas permutagdes das linhas e 2° =32 de escolher o

elemento diferente de zero em cada linha.

Pois para A ser nao singular, A nao pode conter linhas ou colunas com todos os zeros porque, nesse caso, o determinante

seria zero. Obviamente, cada linha ou coluna precisa ter exatamente ou um 1, ou um -1, mas nao pode ter mais de um.

Entao a resposta ¢ 120-32 =3840.
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102 QUESTAO

Calcule a area da projecdo ortogonal de um cubo de aresta 2 sobre um plano perpendicular a uma das diagonais do cubo.

RESOLUCAO 10 QUESTAO:

A projecao ortogonal sera o hexagono regular de lado a

Utilizando as relagdes métricas no triangulo retangulo com vértices em E, H e outro no diagonal do cubo da figura

na base inferior, temos:

correacy N2
a-2d3=2-22 =a=2 5

A érea da projecao sera

Professores:
Alexandre de Azevedo Silva | Carlos Davyson | Haroldo Costa Silva Filho

Marcelo Xavier | Renato Madeira | Ricardo Secco | Sérgio Joao Buffon Junior
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