RESOLUCAO IME 2024/2025

. . MATEMATICA
INSpIra 2 FASE
ede ge educadores 28 de outubro de 2024

12 QUESTAO

Dado P(x) = cossec” (a)-x2 —cotg(a)-x +cos(a) .

Para que valores de «, no intervalo (O, 7[) , as raizes de P(x) sao reais?

RESOLUCAO 1 QUESTAO:

Notemos, inicialmente, que se « (O, ﬂ), entdo sen(a) 0.
Para que as raizes de P(x) = cossec” (a) x? - cotg(a') X+ cos(a) sejam reais, o seu discriminante deve ser maior ou igual a

zero. Assim, temos:

COS2 (06) _

4. 1 -cos(a)>0

A= (—cotg(a))2 ~4-cossec’ (a)-cos(a) >0 <
sen” (@) sen” (&

cos” (a) —4cos(a) >0 cos(a)‘(cos(a)—ﬁl) >0« cos(a)<0 v cos(a)>4 < cos(a) <0

sen2 (Ol)

Assim, temos « € (0, ﬂ) e cos(a) <0, entdo a e [%,ﬁj-

22 QUESTAO
A equagio x° —ax+ =0, onde « e 3 sdo constantes reais, admite raiz nao real de médulo y .

Determine @ em fungdode S e y.

RESOLUCAO 2 QUESTAO:

Se a equagio x° —ax+8=0 de coeficientes reais admite uma raiz nio real de médulo y, entdo seu conjugado também é

raiz da equagao e a terceira raiz ¢ um niimero real.

Sejam a, b e b asraizes da equagao, onde |bl = y, entdo pelas relagdes de Girard, temos:

01:a+b+l;:0<:>a+2Re(b)=0<:>Re(b)=—§ (i)

L _ 2
0'2=ab+ab+bb=—a<:>a(b+b)+|b|2=—a<:>a-2Re(b)+72=—a<:>Re(b)= az /4 (i)
a

oy=abb=-fay?=—p (iii)

2
Igualando (i) e (ii), vem —%z a2 /4 < a? :a+72.
a

Elevando a expressao (iii) ao quadrado e substituindo a igualdade anterior, vem:

ﬂZ
oyt =pr = (arr?) =P oa=-p
y

P
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32 QUESTAO

Ha trés casas numeradas pelos niimeros naturais k, men, onde0 < k < m < n. Trés pessoas A, Be C as alugam por
temporada com ocupagdo por sorteio. A cada sorteio cada pessoa recebe um valor em reais correspondente ao nimero da
casa a si alocada. Depois do dltimo sorteio A, B e C tém, acumulado, respectivamente, 10, 9 e 14 reais. Sabe-se que foram

realizados pelo menos 2 sorteios e que no ultimo deles B recebeu n reais.

Quais sdo os numeros das casas?

RESOLUCAO 3 QUESTAO:
Seja x>2 a quantidade de sorteios e sabendo que em cada sorteio o valor distribuido é k+m+n, entdo

x-(k+m+n)=10+9+14=33.
Se 0 <k <m < n, entdo k21, m=22 e n>3, oqueimplicaque k+m+n=6.
Como x>2, k+m+n=6 e x-(k+m+n)=33=3-11, entdo x=3 e k+m+n=11.

Vamos analisar os 9 reais de B sabendo que ele recebeu n reais no tltimo sorteio. A tinica forma de obter um valor que

contém n e seja menor que k+m+n=11 é fazendo k+k+n=2k+n=9. Assim, concluimos que B recebeu k reais nos dois

primeiros sorteios.

Note que s6 temos um k para distribuir, entdo a tinica maneira de formar um valor menor que k+m+n=11 é fazendo
k+m+m=k+2m=10.

Agora restam penas um m e dois n’s para distribuir, o que implica m+2n=14.

2k+n=9
Assim, temos um sistema <k+2m=10< k=2, m=4;,n=>5.
m+2n=14

4* QUESTAO

Determine as raizes complexas da equagao abaixo, onde 2 =-1.

x2+1+1J§ x2+1—i«/§
2 2 16
x+1 x—-1 (x2—1)2

RESOLUCAO 42 QUESTAO:

. T z ~ .
Seja z= cosg +1 -seng , a equagao pode ser escrita como

2 143 5 1-i3 _
X+ .x+ 5 16 <:>x2+z_x2+5_ 16 (x2+z)(x2+z)

x+1 x-1 (xz_l)z x+1 x-1 _(x2_1)2© x* -1 :(x2_1)2

& (P rz)(+2)(¥ -1)=16 o (v +27 +1)(x¥* ~1) =16 ©x°~1=16 = x° =17
Aplicando a 22 férmula de De Moivre, temos:

Xy =617-(cosk.627[+i-senk'%j:617-(cosk?”+i-senk?ﬂj,com k=0,1,2,..5
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22 solugao:
2 1+i3 5 1-i\3 2 1) i3 (2. 1) i3
A R 16 ( +2j+2 YT 16
. = = . =
x+1 x-1 (x2_1)2 (x+1) (x-1) (x2—1)2

( 1] [3]2

2 2 16 <:>(x4+x2+1+§)( 2_1)=16
x (x2—1)2 44

o (22 )(x +2241) =162 ~1=16< 10 =17

Aplicando a 22 férmula de De Moivre, temos:

+1- senkTﬂj: 17 -(cosk?ﬂ+i-senk?ﬂj, com k=0,1,2,..,5

X :617-[cosk 27

52 QUESTAO

Prove que o volume de um prisma triangular € igual ao semiproduto da drea de uma face lateral pela distancia desta face

a sua aresta oposta.

RESOLUCAO 5 QUESTAO:

Afirmagdo: O volume do prisma é dado pelo produto da area de sua secgao reta pelo comprimento de sua aresta lateral.

Considere um prisma ABCDEF e seja MNP sua seccao reta. Entao, (MNP) 1L AD,BE e CF.

Se ML é altura do tridangulo MNP, também temos:

ML 1 NP
ML 1 BE

o que implica que ML é perpendicular ao plano determinado por NP e BE, ou seja, ML é perpendicular a face BCFE e
também ML 1 AD. Portanto, ML é igual a distancia desta face a aresta oposta AD.

F

Finalmente, a area da face lateral BCFE ¢ o dobro do triangulo BPE, a dizer:

BE-NP

ABCFE:Z-[ J:BE-NP.
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Portanto,

% =A -BE

prisma sec¢do reta

= Aynp - BE

_NP-ML
2

BE
-NP-BE-ML

'ABCFE ML,

Il

que € o semiproduto de uma face lateral pela sua distancia a aresta oposta.

6 QUESTAO

Sejam as matrizes A e B abaixo:

dx+7
1 sen( 3 j 3 “1/2 3
A= sen(4x;r”] 1 1;B=| 2 -1/2 sen(
-2 -1 1 _
1/2 sen(MTﬁj

-2
dx—7
8

-1/2

Determine os valores de x pertencentes ao intervalo [0, 271'] tais que det(ZAB +A-2B-1 ) =0.

RESOLUCAO 62 QUESTAO:

Inicialmente, observemos que 2AB+A—-2B—I1=(A-1)(2B+]1).
Aplicando o teorema de Binet, temos:

det(2AB+A-2B-1)=0 < det[(A-1)(2B+1)]=det(A-1)-det(2B+1) =0
e det(A-1)=0 v det(2B+1)=0

0 Sentwj 3
8
det(A-1)= sen(4x+ﬂj 0 1 =0<:>—2sen(4x+”]—3sen(4x+7[j=0
8 ) 3
-2 -1 0

@sen(4x+”]=0<:>£+£=k7r, keZ@x=—£+2kn,keZ
8 2 8 4

XE[O,Zﬂ]:>k=1:>x=—%+2ﬂ'=7—”

0 6 4
det(2B+1) =4 0 ZSen[4xs_ﬂj :O<:>125en(4x8_7rj—325en(4x8_ﬁj:0
1 256n(4x_”j 0
8

<:>sen[4x_”j:0<:>E—Z:kﬁ,keZQx:£+2kﬂ,keZ
8 2 8 4
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xe[O,Zn]:kzO:x:%

. . . ~ . Tt 7w
Portanto, os valores de x que satisfazem as condigdes do enunciado sdo os elementos do conjunto {Z'T}
7@ QUESTAO
05 2025
Considere o polindémio P(x) =
x —
Determine o coeficiente de x> em P (x) .
RESOLUCAO 72 QUESTAO:
2025 _
Observe que =T+x+x2 +2° +..+ 22
Assim, temos o polindmio
2025
2025
2025 _q 2025
P(x)= :(1+x+x2+x3+...+x2024)
x-1
Usando a expansao multinomial (Polindmio de Leibniz) temos como termo geral
g 2025! 1% % 20 B 20 _ 2025! 20+ 30+ .+ 202

alogloglay ! o ! aloglaglay ! o !
com oy +a, + 0 +0y F.t Qs = 2025

Para obtermos o coeficiente de x°, devemos ter

ay +205 +30 +40s +..F Uypps =3 € O+ + 0y + 0y ot Ay = 2025

Mas as igualdades s6 podem ocorrer para as seguintes casos

Da,=1, a,=2024 e o, =0, para 1<k<2025e k#1,4

1) a, =1, a,=1, o =2023 e o, =0, para 1<k<2025e k#1,2,3

) o, =3, a;=2022 e o, =0, para 1<k<2025 e k#1,2

Dessa forma, considerando a relagao de Stifel, o coeficiente de x* é igual a
2025 2025 2025 2025 2025 2025 2025 2026 2026 2027
Pgéggz‘* + P21612'52023 + P;;éggzz = +2 + = + + + = + =
1 2 3 1 2 2 3 2 3 3

82 QUESTAO

Seja x uma semicircunféncia de diametro AB contida no primeiro quadrante, sendo A= (0, O) e B= (xB, O) . Aretat
tangéncia a no ponto T:(xT, yT) e intercepta o eixo x no ponto C = (xc, 0),xc > xp. Com centro em T, traca-se uma
circunferéncia de raio TH, H =(xT,0). Essa circunferéncia corta a reta f nos pontos D:(xD, yD) e E =(xE, yE).

Sabe-se que x, <x, <x,, BC=5e HB=4.

Determine as coordenadas de D.
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RESOLUCAO 8 QUESTAO:
Observe que AB=1x,, entao OA=0B=0T = J%B.

Aplicando as relagdes métricas no triangulo retangulo OTC, temos:

OC:OB+BC:%B+5

OHZOB—HB:%B—zL

2 2 2
OT>=0C-OH | 28| =|2B 5|28 4|28 2B "B 50y —40
2 2 4 2 B

2 4

TH? :OH~HC:(%—4j.9:16~9<:>TH:12

Aplicando o teorema de Pitagoras no tridngulo retangulo THC, temos:
CT?> =HC? +TH? =9* +12? =225 CT =15.
Considerando a semelhanga entre os triangulos CHT e CD’D, vem:

DD'_D'C_CD_ DD'_D'C_15+12 _ . 108 . . 81
TH HC CT 12 9 15 5 5

Dessa forma, as coordenadas do ponto D sao dadas por

x, =AD'=AC-D'C :(40+5)_§:%
5 5
108

= DD' = —
Yp 5
22 solucao:

. A . . XB y A

Para a circunferéncia « temosraio R = 7 e centro O(R,O) .
Do enunciado BC=5 e HB=4. Assim HC=9, OH=R-4 e
AH=2R-4
Fazendo TH=h e TC =1.
. ~ . A . . 2 2 _p2
i)Equacdo da circunferéncia o : (x— R) +y° =R
Ponto T(ZR—4,h) € a, entao: A

(QR-4-R)* +1? = R* & R? ~8R+16+h* = R? < |1 =8R—16] (1)

ii) Poténcia de C em relacio a O: I* = 5(5 + ZR)

Pitagoras no ACHT : 1> =h* +9°

Igualando as duas equacoes: 5(542R)=h*+9* & m (11)

Agora, igualando as equacdes (I) e (II), temos:

8R-16=10R-56 =2R=40= R =20
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Assim, h? =160-16=144 = h =12.

iii) Coeficiente angular da reta t: m, = _HLC = —% = —%

Sabemos que o ponto C (45,0) et.

Assim, a equagao da reta ¢ é: y=—§(x—45)<:> y=—%x+60

iv) Seja S a circunferéncia com centro em T(2R—4,h)=(36,12) e raio TH=h=12.

Assim, temos a equagao f: (x - 36)2 + (y - 12)2 =122,

Fazendo tn g

2 2
(x—-36) +[60-2x-12] =122 & (x-36)" + 48— 2 x| =122
3 3

o (x=36) +%(36—x)2 ~122 @%(x—36)2 —122 @x—36=i%

Como xp, <xz; =2R =40, temos que xD—36=—%:>xD :%.

Substituindo na equagao da reta ¢, encontramos a ordenada do ponto D:

4(144) 108
=60——| — |=—
/D 3( 5} 5

Entdo temos a resposta D(%, %j

92 QUESTAO

Sejam 3 pontos colineares A, B e C tais que AB # BC . Cada par de circunferéncias de mesmo raio, uma passando por A e B

e outra por B e C, se interceptam em Be M.

Determine o lugar geométrico do ponto M .

RESOLUCAO 9 QUESTAO:
A corda BM é comum as duas circunferéncias de mesmo raio, entao os M
arcos BDM = BEM. Isso implica que BAM =BCM, pois sao angulos
inscritos em arcos congruentes.
Se BAM =BCM, entdo o tridngulo AMB ¢ isosceles e seu vértice M
estd sobre a mediatriz de AC.
Portanto, o lugar geométrico do ponto M € a mediatriz do segmento
AC, exceto o ponto médio de AC.
A B c
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102 QUESTAO

Considere o seguinte subconjunto A do conjunto dos nimeros complexos C:

ol

z—1
z+1

A:{Zemi

n=1
onde k>1 é um niimero real dado.

Determine o valor maximo de |z| para ze A.

RESOLUCAO 102 QUESTAO:

n

<k-1 é a soma de uma progressdao geométrica infinita e deve ser convergente,

0
Inicialmente, observemos que Z
n=1

pois é menor ou igual a k—1. Isso implica que a razdo dessa P.G. deve ter médulo menor do que 1.

Assim, devemos ter <1.

Z+

Aplicando a férmula da soma da P.G. infinita, temos:

z-1
0 _ n _
ZZ 1| —dz4ll g g =1 Sk—1<:>|z+1|—12 1 <:>|Z+1|21+ 1 __k
n:12+1| 1_z—1 lz+1=|z -1l |z -1l k-1 " |z-1| k-1 k-1
z+1
. lz+1 _ & o , A
A desigualdade Ll > -1 representa o interior de um circulo de Apoloénio.
z— -

Se k>1<k—-1>0, entdo

(k-Dlz+12klz-1= (k-1 lz+1F 2 K2 1z-1F & k-1 +DE+D 2 k2 (z-1D(z-1)
& k=112 + (-1 (z+2)+ (k-1 2 K2 |2/ —K* (z+2) + K2

o[ -1 P [+ (k-1 ]z 42) k2 (k-1 <0

o (k-2 —(2k2 —2k +1)(z+2) +(2k-1) <0

2_
©|z|2—w(z+2)+lso
2k—1
2 2 2 2
[ 2k —2k+1](_ 2k —2k+1j {Zk —2k+1]
| z— zZ— < -1
2k—1 2k—1 2k—1
2
‘ k% —2k+1| _ 4k (k-1)° ‘ k% —2k +1| _ 2k (k-1)
z— < & |z— <
2k-1 | = (pk_1) 2k-1 |7 2k-1

2k% —2k+1 j . 2k(k-1)
——,0| eraio ———

O lugar geométrico acima representa o interior de uma circunferéncia de centro em [ 1

¢ o circulo de Apoldnio que haviamos citado anteriormente.

Portando, o valor maximo do modulo de z é

2k% —2k+1 2K2—2k 4k®—4k+1 (2k—1)
|Z|max = + = = =2k_1
2k—-1 2%—1 2%—1 2k—1
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22 solugao:

|z+1| ok |z-1| k-1

> = < obtido na primeira solugao.
lz-1 k-1 z+1 k

Vamos partir de

Seja w:Z—_13|w|SE.
z+1 k
z—1 1+w |1+w|
w="—ocw+w=z-1cz=—=|zl=——
Z+1 1-w 11—l

Para que o modulo de z seja maximo, vamos maximizar o numerador e minimizar o denominador. Assim,

11+ wl _q kel 2kl
k k
11— wlmin :1—E=l
k k
2k-1
Portanto, |zl = % =2k-1.
k

Professores:
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